1. Podstawy logiki w automatyce

Bramki logiczne — ang. gates (nazywane takze funktorami logicznymi) sa najprostszymi uktadami cyfrowy-
mi realizujacymi elementarne funkcje logiczne. Stuza one do budowy uktadéw logicznych o wiekszej ztozono-
Sci, takich jak multipleksery, przerzutniki, pamieci, procesory.

Uklady logiczne — uklady przekaznikowe, pneumatyczne, elektroniczne majace za zadanie informacje wej-
Sciowe (w postaci zer i jedynek) przetworzy¢ na informacje wyj$ciowe (réwniez w postaci zer i jedynek) zgod-
nie z okre$lonym algorytmem. Przykladem takiego uktadu bedzie na przyklad uklad sterujacy wymiang wody
w basenie — w zaleznosSci od poziomu wody zamykane lub otwierane sa zawory odptywu i dopltywu wody
(patrz zadanie 1.6).

Przykladem takiego ukladu (bardzo prostego) moze by¢ bramka XOR (exclusive OR) — prawda jesli jedno
wejscie jest prawdziwe a drugie falszywe:

—

System funkcjonalnie pelny — zestaw funkcji logicznych umozliwiajacy algebraiczny zapis dowolnych

funkcji logicznych. Podstawowym systemem funkcjonalnie pelnym jest zestaw bramek AND (oraz), OR
(lub) oraz NOT (zaprzeczenie). Istniejg rowniez inne systemy funkcjonalnie pelne, np. system skladajacy sie z
jednej bramki NOR.

Bramka AND
Funkcja logiczna Symbol logiczny Wyrazenie algebraiczne Tabela prawdy
Wejscia Wyjscie
A X1 X Q
AND el _ 0 0 0
(koniunkcja) __B ] . X1 xR 0 1 0
1 0 0
1 1 1

Koniunkcja (i, A, &) odpowiada dziataniu bramki logicznej AND. Wynikiem dziatania bramki AND jest
prawda, gdy wszystkie wejscia sa prawdziwe. Bramka AND moze mie¢ wiecej niz dwa wejscia.

Przyklad: jesli do wejs¢ A i B bramki AND podia- ~

A
czymy przyciski, zas do wyjscia Q diode, ta zapali sie - - ) =
gdy oba przyciski zostang wcisniete. i




Bramka OR

Funkcja logiczna Symbol logiczny Wyrazenie algebraiczne Tabela prawdy
Wejscia Wyjscie
A+ Xi X2 Q
OR g ~ 0 0 0
(alternatywa) & i Xix=Q 0 1 1
1 0 1
1 1 1

Alternatywa (lub, v, |) odpowiada dziataniu bramki OR. Wynikiem dziatania bramki OR jest prawda wte-
dy, gdy przynajmniej jedno z wejs¢ jest prawdziwe. Bramka OR moze mie¢ wiecej niz dwa wejscia.

Przyklad: jesli do wejs¢ A i B bramki OR podlaczymy i ,.,
przyciski, zas do wyjscia Q diode, ta zaswieci sie gdy przynaj-
mniej jeden z przyciskow zostanie wcisniety.

Bramka NOT
Funkcja logiczna Symbol logiczny Wyrazenie algebraiczne Tabela prawdy
X1 Q
NOT . A Q X,=Q 0 1
(zaprzeczenie)
1 0

Zaprzeczenie (nie, -, ~, !) odpowiada dziataniu bramki NOT. Wynikiem dziatania bramki NOT jest prawda

wtedy, gdy wejscie jest fatszywe.

Przyklad: jesli do wejscia podiagczymy przycisk, - A
za$ do wyijécia diode, ta ZGASNIE, gdy wciéniemy '
przycisk. 4)

Inne bramki

Symbol Odpowiednik

IS I
NOR . g ) N
(NOT OR) B B
A A
NAND ) a > a
B + g + +
(NOT AND) _ g _)7
A7 + >O—
>

XOR ¢| o3
(exclusive OR) % .




Aby przygotowac tabele prawdy nalezy ustalic ile uktad ma lub ma mie¢ wejsc¢ oraz ile wyjs¢. Wejscia moz-
na opisac jako xi, X,, X3 itd. lub wedlug innej koncepcji (np. A, B, C itd.), wyjscia zazwyczaj oznacza sie jako
Qi, Qz, Qs itd. Naglowek tabeli z trzema wejSciami i dwoma wyjSciami moze wygladac tak:

Wypekianie tabeli prawdy

Wejscia

Wyjscia

X1

X>

X3

Q

Q.

Liczba wierszy z danymi zalezna jest wylacznie od iloSci wejs¢ i bedzie wynosic 2", gdzie n — iloS¢ wejsc.

Dla powyzszego naglowka, bedzie to zatem 2" = 2° = 8 czyli:

Wejscia Wyjscia
X4 X2 X3 Q: Q:
0
1
2
3
4
5
6
7

Wypelnienie kolumn wejs¢ jest niezalezne od tresci zadania i musi by¢ wykonane w tak, by zaden z wierszy
sie nie powtorzyt (w tym przykladzie — nie pojawia sie taka sama kombinacja wejs$¢ xi, X», x3). Jedng z propozy-
cji wypelnienia takiej tabeli jest — od lewej, od gory — wypehienie potowy wierszy ,,0”, drugiej potowy ,,1”.
Nastepnie, w kolejnej kolumnie, potowe wierszy z zerami z poprzedniej kolumny wypehnia sie ,,0”, druga poto-

we ,,17 itd.:
Wejscia Wyjscia

X1 X2 X3 Q: Q:
0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

Pozostala czesc tabeli nalezy wypehi¢ zerami oraz jedynkami w zaleznoSci od treSci zadania. Poza warto-
Sciami logicznymi w tabeli moze pojawic sie X, oznaczajacy ,,bez znaczenia”. Np. jesli wyjscia oznaczaja
,»wlacz silnik”, ,,obroty prawe” oraz ,,obroty lewe”, to gdy silnik jest wylaczony w pozostatych kolumnach

moga pojawic sie ,,X”.




Postac¢ kanoniczna

Postac kanoniczna, to forma zapisu funkcji odpowiadajqcej dziataniu tabeli prawdy. Jest to jeden ze sposo-
bow pozwalajacych na tatwe przeniesienie tabeli prawdy na uklad logiczny.

Przyklad 1.1

Wejscia Wyjscia
X3 X2 X3 Q: Q:
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

Dla kazdej tabeli prawdy mozna utworzy¢ kanoniczng posta¢ alternatywna oraz kanoniczna postac ko-
niunkcyjna dla kazdego wyjscia. Wyjscia mozna interpretowac jako oddzielne zadania. A wiec:

Wejscia Wyjscie Wejscia Wyjscie
X1 X2 X3 Q. X1 X» X3 Q:
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

Kanoniczna postac alternatywna to suma (alternatywa) odpowiednio zapisanych ilorazéw (funkcji K,) da-
nej kombinacji wejS¢ pomnozonej przez odpowiadajace im wyjscia. Funkcje K, to iloczyny wej$¢ zaprzeczo-
nych tam, gdzie wejscie jest falszem.

Kanoniczna posta¢ koniunkcyjna to iloraz (koniunkcja) odpowiednio zapisanych sum (funkcji D,) danej
kombinacji wejs¢ oraz odpowiadajacego im wyjscia. Funkcje D, to sumy wejs¢ zaprzeczonych tam, gdzie wej-
Scie jest prawda.

Uwaga: Na ogol, korzystajac z praw algebry Boole’a, mozna przeksztalca¢ postacie kanoniczne w celu
zmniejszenia liczby wystepujacych w nich elementarnych operacji logicznych, co nazywamy minimalizacjq
funkcji logicznych. Inne metody minimalizacji, to metoda Quine’a-McCluskey’a, metoda tablic Karnaugha.



Wejscia Wyjscie Postac alternatywna Posta¢ koniunkcyjna
X X2 X3 Q K., K. Q@ D, D,+Q; @
0 0 0 0 X, X, Xy 0 X +X,+X,
0 0 1 1 X, Xy X, X, HX,+ X, 1
0 1 0 1 X Xy Xy X HX,+X, 1
0 1 1 0 X1 Xy X 0 X HX,+X,
1 0 0 1 X, X, X, X +x,+X, 1
1 0 1 1 X, Xy X X HXx,+ X, 1
1 1 0 0 X, Xy Xy 0 X +X,+Xx,
1 1 1 1 X, Xy Xy X, +X,+X, 1

(1) FALSZ pomnozony przez dowolne wyrazenie logiczne daje 0.
(2) Wynik > 1 w logice to PRAWDA, zatem 1 + dowolne wyrazenie logiczne daje 1.

Postac alternatywna to SUMA warto$ci w kolumnie K, Q;, czyli:
f (Xl 5 Xz, X3): O+Xl')?2'X3+)Z1'X2'X_3+0+X1')?2'X_3+ Xl')?2'X3+O+X1'X2' X3 )
co mozna uprosci¢ do postaci:

f(Xl,X2,X3)=X_1~)?2'X3+>?1-X2')?3+Xl'X_2-)?3+X1-22-X3+X1'X2'X3

Posta¢ koniunkcyjna to ILORAZ wartosci w kolumnie D,+Q;, czyli:
f (X1 s X2 X3>:(X1+X2+X3)'1' 1'(X1+§2+X_3)'1'1'()71"')?2"')(3)'1 >
co mozna upros$ci¢ do postaci:

f(X1’X2:X3):(X1+X2+X3)'(X1+)?2+X3)'(f1+)?2+X3)

Jak wida¢, posta¢ koniunkcyjna jest mniej ztozona niz postac alternatywna, ale obie funkcje sa poprawne.

Aby z powyzszej funkcji stworzy¢ uklad logiczny, nalezy przyjac¢ jedna z dwéch taktyk:
* od ogoétu do szczegotu lub

* od szczego6tu do ogotu.

W pierwszym przypadku nalezy nawiasy rozpatrywac jako wejscia, czyli np.:
Fi=9g(x,, %, x3)= (x4 X+ X3) , Fy=h(x,,%,,X%;)=(x,+5,+%;) , Fy=i(x;, %, %)=(X,+%,+x;)
Co upraszcza (na chwile) wzor do:
f'(F\,F,,F;)=F-F,-F; ,

co jest niczym innym jak funkcja odpowiadajacq dziataniu bramki AND. Funkcjom FO, F1 oraz F2 odpowia-
da dziatanie bramki OR z bramkami NOT w przypadku wejs¢ zaprzeczonych ( X, ).



Ponizsze schematy wykonano na stronie logic.ly/demo.

f'(Fl:Fz:F3):F1'F2'F3

“5]

F1:g<X1,x2,x3):(X1+ X2+X3)

O
“5
o[E

F2:h(x1,Xz,xs;):(xl"'fz"'fsi)

a5
=[=

F3=i(x1,x2,x3)=()?1+)?2+x3)

o [E]

Aby otrzyma¢ uktad odpowiadajacy pierwotnej funkcji, nalezy potaczy¢ wejscia x1, x2 oraz x3 oraz wyjscia
ukladow F1, F2 oraz F3 podlaczy¢ jako odpowiednie wejscia bramki AND i przetestowac rézne kombinacje

wejsc:

itd.



Zadanie 1.1. Dla wyjscia Q. przykladu 1.1 przeprowadzi¢ caly proces projektowania uktadu: utworzy¢ tabe-
le z kolumnami K, i D,, wyprowadzi¢ kanoniczng posta¢ alternatywna oraz kanoniczna posta¢ koniunkcyjna,
wybrac¢ funkcje prostsza i zrealizowac jq na stronie logic.ly.

Zadanie 1.2. Za pomoca podstawowych bramek logicznych (AND, OR, NOT) zbudo- x1 | x| Q
wac bramke XNOR (inaczej NXOR lub XAND). Czy da sie ja zbudowac z 5 bramek pod- ol ol 1
stawowych, podobnie jak bramke XOR (patrz przyktady innych bramek)? NEER

1100
Tablicaprawdy XNOR | 1 | 1 | 1
Zadanie 1.3. Zaprojektowa¢ demultiplekser dwu-bitowy, taki, ze:
Wejscia|  Wyjscia « —_—
- Lt I
X1 | X2 | Q1 Q2| Q3| Qs ~ rA+ E’J <
f | 1 *
00/ 0001 | é ! Hﬁﬂ —
I
01,0010 = 3 =
1,0/0/1]0]0 - 1
| S—
111]1]0]0]0
VDD GND

Zadanie 1.4. Zapisac tabele prawdy dla ponizszych schematow.

Al B C Al B C

o) o

Zadanie 1.5. Zaprojektowa¢ uklad kombinacyjny sterujacy praca dZwigu (suwnicy) pracujacego wg naste-
pujacego algorytmu: Dzwig przenosi bloczki betonowe z punktu A do punktu B (x,). Zaczepienie bloczka (zala-
dunek) oraz odczepienie bloczka (roztadunek) wykonywane sg przez pracownikéw, co sygnalizowane jest od-
powiednim stanem czujnika C (x3=1 gdy bloczek zaczepiony, x3=0 gdy bloczek odczepiony). Obecnos¢ dzwigu
w okolicach punktu A sygnalizowana jest pojawieniem sie na wejsciu x; stanu ,,1”, podobnie jak z czujnikiem
B, ktory sygnalizuje pojawienie sie dzwigu w punkcie na wejSciu x,. Sygnaly sterujace pracq dZzwigu to Q; —
ruch suwnicy w lewo i Q, — ruch suwnicy w prawo.



Zadanie 1.6. Na podstawie polecenia zbudowac tablice wartosci, a nastepnie zaprojektowac uktad logiczny.

System sterowania napelniania basenu kapielowego

Doplyw wody do basenu jest sterowny zaworem Qo, a jego odptyw
zaworem Q;. Podanie wysokiego stanu logicznego do ukladu sterowa-
nia zaworu oznacza otwarcie zaworu, a stanu niskiego — zamkniecie.
W basenie znajduja sie trzy czujniki A, B, C podiaczone kolejno do
wejsC X1, X» 1 X3, wyznaczajace odpowiednio maksymalny, Sredni i mi-
nimalny poziom wody. Zadziatanie czujnika nastepuje po zanurzeniu
go w wodzie i jest sygnalizowane pojawieniem sie na jego wyjsciu je-
dynki logicznej. Predkosci odptywu i doptywu wody do basenu w za-
leznosci od jej ci$nienia, mogq by¢ rozne. Lustro wody nie powinno
obnizac sie ponizej poziomu minimalnego. Dodatkowo jest wiaczony
sygnatem Q. uklad alarmu przy uszkodzeniu ktéregos z czujnikow.
Jednocze$nie z sygnalem alarmu nastepuje zamkniecie zaworu dopty-
wu i otwarcie zaworu odplywu wody. Miedzy stanami wody srednim i
maksymalnym powinny by¢ otwarte oba zawory w celu cigglej wymia-
ny w basenie.

Q, - alarm

Zawor
doptywu Q,

— e e ——

Zawoér
odptywu Q,

Zadanie dodatkowe: zaprojektowac¢ uktad z uzyciem wylacznie bramek NOR.

Zadanie 1.7. Za pomocg bramek podstawowych zbudowac¢ uklady realizujace ponizsze tabele prawd. Uwa-

ga: te uklad 1 nalezy wykonac¢ bez korzystania z postaci kanonicznych. Tabela 3 to zadanie z gwiazdka.

X1 X2 X3 Q X | X2 | X3 | X4 | Q1] Qo | Qs X1 X X3 | Qi | Q| Qs
0 0 0 0 1,0, 00,000 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0|1  0]0]1]0]O0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0|0  1]0]0]1]0O0 0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 O, 001110 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 00 0|0 | X|X]|1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 Pozostate X X |1 1 0 1 0 X | X
1 1 0 1 1 1 0 0 0 X
1 1 1 1 X —bez znaczenia 1 1 1 X 1 1

Zadanie 1.8. Za pomocga wylacznie bramek NAND a nastepnie bramek NOR zbudowa¢ bramki NOT, AND

oraz OR.
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